


















L’espace syme´trique de Drinfeld et correspondance
de Langlands locale I
Haoran Wang
Re´sume´
Soit K une extension finie de Qp. On e´tudie la ge´ome´trie et la cohomologie du reveˆtement
mode´re´ de l’espace syme´trique de Drinfeld sur K. On prouve, de manie`re purement locale,
que la cohomologie de degre´ me´dian re´alise la correspondance de Langlands locale et la cor-
respondance de Jacquet-Langlands locale pour les repre´sentations supercuspidales de niveau
ze´ro.
Abstract
Let K be a finite extension of Qp. We study the geometry and cohomology of the tamely
ramified cover of Drinfeld’s symmetric space over K. We prove, in a purely local way, that the
cohomology in middle degree realises the local Langlands correspondence and local Jacquet-
Langlands correspondence for the depth zero supercuspidal representations.
Table des matie`res
1 Introduction 1
2 Sur le reveˆtement mode´re´ de l’espace syme´trique de Drinfeld 3
2.1 Rappels sur l’espace syme´trique de Drinfeld . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
2.2 Le reveˆtement mode´re´ Σca . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
2.3 Le prolongement de Σca au-dessus d’un sommet . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
2.4 Un calcul du torseur Σ
0
s . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
2.5 Le lien avec les varie´te´s de Deligne-Lusztig . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
3 La partie supercuspidale de la cohomologie 21
3.1 La de´monstration de The´ore`me A. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
Re´fe´rences 27
1 Introduction
Soit K un corps local de caracte´ristique re´siduelle p, d’anneau des entiers O et de corps
re´siduel Fq. Fixons une cloˆture alge´brique K
ca de K et un entier d > 2. On dispose de trois
groupes G := GLd(K), D
× les e´le´ments inversibles dans l’alge`bre a` division D qui est centrale
sur K et est d’invariant 1/d, et WK le groupe de Weil de K.
1
Dans [Dri74], Drinfeld a introduit l’“espace syme´trique p-adique” de dimension d−1, Ωd−1,
de´fini comme le comple´mentaire de tous les hyperplansK-rationels dans l’espace projectif Pd−1K .
Cet espace est un espace rigide-analytique muni d’une action continue de G. Peu apre`s, il a
de´couvert, dans [Dri76], un syste`me projectif de reveˆtements e´tales {Σn} (la tour de Drinfeld)
de Ωd−1 munis des actions de G ×D× ×WK . Drinfeld et Carayol [Car90] ont conjecture´ que
la limite inductive de la cohomologie de Σn se de´compose en une somme directe sur les se´ries
discre`tes π de G, de π ⊗ LJ(π) ⊗ σ(π), ou` LJ(π) de´signe la repre´sentation de D× associe´e
a` π par la correspondance de Jacquet-Langlands, et σ(π) est l’unique quotient irre´ductible
de la repre´sentation de Weil-Deligne L(π) associe´e a` π par la correspondance de Langlands
normalise´e a` la Hecke. Lorsque π est supercuspidale, σ(π) co¨ıncide avec L(π).
La partie supercuspidale de cette conjecture ainsi que l’e´nonce´ analogue concernant la tour
de Lubin-Tate {MLT,n}n∈N (la conjecture de Deligne-Carayol) ont e´te´ explore´s dans les quatres
articles [Har97] [Boy99] [HT01] et [Hau05], en caracte´ristique nulle ou en e´gales caracte´ristique,
par voie globale en utilisant les varie´te´s de Shimura ou de Drinfeld.
Comme la the´orie de Lubin-Tate classique, il est naturel de chercher une preuve de voie
locale et plus explicite de ces re´sultats. L’objet de cet article est d’e´tudier par voie locale la
partie supercuspidale de la cohomologie de Σ1 (par abus de notation, on le note Σ dans les
sections qui suivent) lorsque K est de caracte´ristique nulle (cette e´tude est aussi valable pour
K d’e´gale caracte´ristique). La partie non-supercuspidale sera l’objet de [Wan14]. Pour e´noncer
nos re´sultats, on utilise une variante de Σ1 note´e MDr,1/̟
Z qui est une re´union disjointe de
d-copies de Σ1. Le the´ore`me principal est le suivant :
The´ore`me A. (The´ore`me (3.1.6)) Soit ρ une Qℓ-repre´sentation irre´ductible de niveau ze´ro de
D× de caracte`re central trivial sur ̟Z telle que JL(ρ) soit une repre´sentation supercuspidale de









JL(ρ)⊗ L(JL(ρ)), si i = d− 1 ;
0, sinon.
Notre preuve repose sur l’e´tude de la ge´ome´trie de Σ1. Rappelons qu’il existe une application
τ : Ωd−1 −→ |BT |, ou` |BT | de´signe la re´alisation ge´ome´trique de l’immeuble de Bruhat-Tits
semi-simple BT associe´ a` G. En prenant la composition avec la transition p : Σ1 → Ω
d−1
K , on
obtient un morphisme ν : Σ1 −→ |BT |. Comme il n’existe pas de notion de “base de Drinfeld”
a` l’instant, on construit sur chaque sommet s ∈ BT un mode`le entier lisse de ν−1(|s|) dans
(2.3.8), et on obtient en particulier le re´sultat suivant :








ou` |s|∗ = ∪s∈σ|σ| et DL
d−1
Fq
de´signe le reveˆtement de Deligne-Lusztig Coxeter associe´ a` GLd(Fq),
Ce travail est inspire´ par celui de Genestier [Gen] sur l’espace de Drinfeld mode´re´ lorsque K
est de caracte´ristique positive, et par celui de Yoshida [Yos10] sur le niveau mode´re´ de la tour
de Lubin-Tate. Notre re´sultat est ne´anmoins plus pre´cis que celui de Yoshida qui ne de´crit que
l’action de G et du groupe d’inertie. Notre de´monstration est inspire´e par Teitelbaum [Tei90]
qui e´tudie la ge´ome´trie de Σ1 lorsque d = 2. Dans [Str08], Strauch a e´tudie´ la correspondance
de Jacquet-Langlands dans la tour de Lubin-Tate.
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Nous de´crivons brie`vement les contenus de diffe´rents paragraphes. Dans les paragraphes 2.1
et 2.2, on rappelle l’espace de Drinfeld Ωd−1 et son reveˆtement mode´re´ Σ1. On de´montre au
paragraphe 2.2, en employant un lemme de Zheng [Zhe08], que l’e´tude de la cohomologie sans
support Hq(ν−1(|s|∗),Λ) se rame`ne a` celle de Hq(ν−1(|s|),Λ). Au paragraphe 2.3, on construit
un mode`le entier lisse de ν−1(|s|), de´fini sur une extension mode´re´ment ramifie´e du comple´te´
de l’extension non ramifie´e maximale de K, dont la fibre spe´ciale Σ
0
s calcule la cohomologie
sans support de ν−1(|s|). Au cours de la preuve, on utilise la classification, duˆe a` Raynaud






(et en conse´quence le The´ore`me B.), en calculant leurs classes de µqd−1-torseur
dans H1(Ωd−1
Fq
, µqd−1), ou` Ω
d−1
Fq
de´signe l’espace de Drinfeld sur le corps fini Fq. Le the´ore`me
A. est alors obtenu dans la section 3. Pour re´aliser la correspondance de Langlands locale dans
la cohomologie, on a besoin d’un re´sultat sur les composantes connexes de Σ1. Ce re´sultat
e´tant connu dans le cas d’e´gales caracte´ristiques [Gen96], peut eˆtre obtenu par le travail de
Chen [Che13] sur le coˆte´ de Lubin-Tate, en vertu d’isomorphisme de Faltings-Fargues, et il
nous permet de descendre la fibre spe´ciale Σ
0
s, et donc de de´crire l’action de Frobenius.
Remerciements : Je remercie profonde´ment mon directeur de the`se Jean-Franc¸ois Dat
de me proposer ce sujet et ses constants encouragements. Je tiens a` exprimer ma gratitude
a` Miaofen Chen, Bas Edixhoven, Jared Weinstein et Weizhe Zheng pour leurs enrichissantes
discussions. Je remercie Jared Weinstein pour son inte´reˆt sur ce travail et pour m’avoir invite´
a` Boston. Enfin, je remercie le referee anonyme pour ses commentaires.
2 Sur le reveˆtement mode´re´ de l’espace syme´trique
de Drinfeld
Dans cette section, on rappelle tout d’abord l’espace syme´trique p-adique de Drinfeld intro-
duit dans [Dri74]. C’est un espace rigide-analytique dont un mode`le entier parame`tre certains
groupes p-divisibles [Dri76]. On rappelle le niveau mode´re´ de la tour de Drinfeld. Le lecteur
pourra consulter [BC91] pour une de´montration de´taille´e de l’interpretation modulaire lorsque
d = 2. Ensuite, on donne des re´sultats sur la ge´ome´trie du niveau mode´re´.
2.1 Rappels sur l’espace syme´trique de Drinfeld
(2.1.1) Soit d > 2 un entier. Fixons un corps p-adique K, une extension finie de Qp, et
notons O son anneau des entiers et ̟ une uniformisante de O. Le corps re´siduel O/̟ ≃ Fq est
une extension finie de Fp, son degre´ [Fq : Fp] sera note´ f . On fixe K
ca une cloˆture alge´brique de
K et K̂ca son comple´te´ par l’unique norme qui e´tend celle de K. Soient D l’alge`bre a` division
centrale sur K d’invariant 1/d et OD l’anneau des entiers de D. Soient Kd une extension
non-ramifie´e de degre´ d de K contenue dans D, Od l’anneau des entiers de Kd. Il existe un
e´le´ment ΠD ∈ OD tel que OD soit engendre´ sur Od par ΠD ve´rifiant les relations Π
d
D = ̟
et ΠDa = σ(a)ΠD, ∀a ∈ Od, ou` σ ∈ Gal(Kd/K) le rele`vement de Frobenius. On note K˘ le
comple´te´ de l’extension non-ramifie´e maximale de K dans la cloˆture alge´brique Kca, O˘ son
anneau des entiers, on a donc K˘ = O˘[1/p].
Notons BT l’immeuble de Bruhat-Tits semi-simple de G := GLd(K), c’est un complexe
simplicial dont l’ensemble de sommets s’identifie a` l’ensemble des classes d’homothe´tie de
O-re´seaux dans l’espace vectoriel Kd. Un ensemble de sommets σ = {s0, . . . , sk} forme un
3
k-simplexe s’il existe des repre´sentants Λi de si ∀0 6 i 6 k tels que ̟Λk ( Λ0 ( · · · ( Λk.
On notera BTk l’ensemble des k-simplexes. On de´signera |BT | la re´alisation ge´ome´trique de
BT . Pour σ = {̟Λk ( Λ0 ( · · · ( Λk} un k-simplexe de BT , notons |σ| ⊂ |BT | sa facette
associe´e : on a pour toute paire de simplexes σ′ ⊂ σ, |σ′| ⊂ |σ|, ou` |σ| de´signe l’adhe´rence
de |σ|. On notera aussi |σ|∗ ⊂ |BT | la re´union de toutes les facettes |σ′| avec σ′ contenant
σ, i.e. |σ|∗ =
⋃
σ⊂σ′ |σ





Notons Ωd−1K l’espace syme´trique de Drinfeld de dimension d−1, de´fini dans [Dri74] comme
un sous K-espace rigide-analytique de l’espace projectif Pd−1K . Il s’identifie au comple´mentaire
de l’ensemble des hyperplans K-rationnels dans Pd−1K . On sait que les points de |BT | s’identi-
fient aux classes d’homothe´tie de normes sur le K-espace vectoriel Kd (cf. [GI63]). Ceci nous
fournit une application de re´duction τ : Ωd−1K → |BT | (voir [DH87]). On de´signera par le meˆme
symbole Ωd−1K le K-espace analytique a` la Berkovich correspondant, et il est naturellement
muni d’une action continue de G triviale sur le centre (cf. [Ber95]). On obtient alors un espace
analytique Ωd−1,caK := Ω
d−1
K ⊗̂KK̂
ca muni d’une action continue du groupe de Weil WK de K
en e´tendant les scalaires a` K̂ca.
(2.1.2) Dans un travail non publie´, Deligne introduit un mode`le semi-stable Ω̂d−1O de Ω
d−1
K
sur SpfO, en recollant les mode`les locaux (au-dessus des simplexes de BT ) que nous rappelons
ci-dessous (cf. [Rap90]).





  // Λ0
α0










Π // . . .
Π // Lk
sur un O-sche´ma S = Spec(R), ou` R ∈ NilpO, la cate´gorie des O-alge`bres sur lesquelles ̟
est nilpotent. Les Li sont des fibre´s en droites sur S, les applications αi sont des homomor-
phismes de O-modules, les morphismes Π sont des homomorphismes de OS-modules, ve´rifiant
la condition : pour tout x ∈ Spec(R), on a
Ker{αi(x) : Λi/̟Λi → Li ⊗R k(x)} ⊂ Λi−1/̟Λi,




  // Λ0
α0








Π // . . .
Π // Lk
Fait.– (cf. [Gen96, (III.1)]) On note P˜σ leO-sche´ma obtenu a` partir de P(Λk) = Proj(Sym(Λk))
en l’e´clatant successivement le long du sous-sche´ma ferme´ P(Λk/Λk−1) de sa fibre spe´ciale
P˜σ⊗Fq = P(Λk/̟Λk), puis en e´clatant le transforme´ strict de P(Λk/Λk−2), puis le transforme´
strict de P(Λk/Λk−3) et ainsi de suite. Comme explique´ dans [Gen96, (III.1)], P˜σ repre´sente






  // Λ0
α0










Π // . . .
Π // Lk
ou` les Li sont des R-modules inversibles, les applications αi sont des homomorphismes de O-
modules, les morphismes Π sont des homomorphismes de R-modules, tels que pour tout i le
morphisme B-line´aire
αi ⊗ IdR : Λi ⊗O R −→ Li
soit surjectif. On a alors une immersion de Ω̂d−1O,σ dans P˜σ. On de´signe Ω
0
O,σ le comple´mentaire
dans la fibre spe´ciale P˜σ ⊗ Fq de P˜σ des ferme´s
{αj(m) = 0} (j ∈ Z/kZ,m ∈ Λj/̟Λj − Λj−1/̟Λj).
Alors Ω̂d−1O,σ s’identifie au comple´te´ de P˜σ le long de Ω
0
O,σ. Lorsque σ
′ est un sous-simplexe
de σ, on a une immersion naturelle ouverte Ω̂d−1O,σ′ →֒ Ω̂
d−1
O,σ . Le sche´ma formel Ω̂
d−1
O est
par de´finition la limite inductive lim
−→
σ∈BT
Ω̂d−1O,σ . De plus, la fibre ge´ne´rique de Ω̂
d−1
O (au sens
de Raynaud-Berkovich) s’identifie a` Ωd−1K . Si g ∈ G envoyant un simplexe σ sur gσ, on de´finit
un isomorphisme g : Ω̂d−1O,σ → Ω̂
d−1





−→ Lj,Π). Ceci de´finit une action de G sur le syste`me inductif (Ω̂
d−1
O,σ )σ, et donc
sur Ωd−1K . Sous cette action, l’application de re´duction τ : Ω
d−1
K → |BT | est G-e´quivariante.
(2.1.3) De´finition.– Soit σ = {̟Λk ( Λ0 ( · · · ( Λk} un k-simplexe, le type de σ
est la suite des entiers (e0, . . . , ek) telle que e0 = dimFq Λ0/̟Λk et ei = dimFq Λi/Λi−1 pour
1 6 i 6 k. E´videmment, on a
∑
ei = d.
(2.1.4) Exemple.– Nous aurons besoin des descriptions explicites suivantes.
Commenc¸ons par le cas ou` le simplexe σ = Φ est maximal, i.e. Φ est associe´ a` une chaˆıne
des re´seaux ̟Φd−1 ( Φ0 ( · · · ( Φd−1. On peut supposer que Φd−1 = O
d, et que sous la base
canonique {e0, . . . , ed−1} de O
d,
Φi = 〈e0, . . . , ei,̟ei+1, . . . ,̟ed−1〉, ∀0 6 i 6 d− 1.
La condition impose´e sur αi implique que αi(ei) engendre Li. Identifions Li avec R en posant









Ceci nous permet d’identifier le sche´ma formel Ω̂d−1O,Φ au spectre formel du comple´te´ ̟-adique
de l’anneau







Pa,i, i ∈ Z/dZ, a = (a0, . . . , ad−2) parcourt une classe de repre´sentants de
(O/̟O)d−1 dans Od−1, et Pa,i = 1 + a0ci−1 + a1ci−1ci−2 + · · ·+ ad−2ci−1 · · · c1+i−d.
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−→ · · ·
Π
−→ Ld−1
avec Li libre de base 1 et Π : Li → Li+1 est la multiplication par ci.
Ensuite on conside`re le cas ou` σ = [Λ] est un sommet. Il suffit de traiter le cas ou` Λ = Od.










α(x) : Λ/̟Λ −→ L⊗R k(x)
soit injective pour tout x ∈ Spec(R). Ceci implique que α(u) est un ge´ne´rateur de L, ∀u ∈









Nous pouvons donc identifier le sche´ma formel Ω̂d−1O,[Λ] au spectre formel du comple´te´ ̟-adique
de l’anneau





(a0x0 + a1x1 + · · · + ad−2xd−2 + ad−1), (a0, . . . , ad−1) parcourt une classe de
repre´sentants de (O/̟O)d\{0} dansOd. L’objet universel sur Ω̂d−1O,[Λ] est la donne´e d’unOΩ̂d−1
O,[Λ]
-
module L libre de base 1, et Π : L → L est la multiplication par ̟.









une identification ci = xi/xi+1 pour 0 6 i 6 d− 3, cd−2 = xd−2, cd−1 = ̟/x0.
Enfin, soit σ = {̟Λd−1 ( Λ0 ( Λd−1 = O
d} le sous-simplexe de Φ de type (1, d − 1),





  // Λ0
α0








Le sche´ma formel Ω̂d−1O,σ s’identifie au spectre formel du comple´te´ ̟-adique de l’anneau





(1+a0x0+· · ·+ad−2xd−2)(1+a0x1cd−1+· · ·+ad−3xd−2cd−1+ad−2cd−1), (a0, . . . , ad−2)
parcourt une classe de repre´sentants de (O/̟O)d−1 dans Od−1.
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(2.1.5) Les composantes irre´ductibles de la fibre spe´ciale ge´ome´trique Ω := Ω̂d−1O ⊗O Fq
de Ω̂d−1O sont parame´tre´es par les sommets de BT . Plus pre´cise´ment, soit s = [Λs] repre´sente´
par un re´seau Λs, conside´rons tous les simplexes maximaux contenant s. Pour un tel simplexe
σ, il est repre´sente´ par une suite de re´seaux {̟Λs ( Λσ,0 ( · · · ( Λσ,d−2 ( Λs}. Notons Ωs
la varie´te´ projective obtenue a` partir de P(Λs/̟Λs) en l’e´clatant successivement le long du
sous-sche´ma ferme´ P(Λs/Λσ,d−2) pour tout simplexe maximal σ contenant s, puis en e´clatant
le transforme´ strict de P(Λs/Λσ,d−3) pour tous ces σ, puis le transforme´ strict de P(Λs/Λσ,d−4)
pour tous ces σ et ainsi de suite, cf. [Ito05, §4] ou [Wan13, (4.1.2)]. On sait alors que le Fq-
sche´ma Ω est localement de type fini, et Ω =
⋃
s∈BT0
Ωs. Chaque Ωs est une varie´te´ projective
munie d’une action de Gs := StabG(s). Soit σ = {s0, . . . , sk} un simplexe quelconque, notons
Ωσ la varie´te´ projective Ωs0 ∩ · · · ∩ Ωsk munie d’une action de Ĝσ := StabG(σ). On de´signe
Gσ le fixateur de σ, et G
+




s′ 6∈σ Ωs′ ,
et jσ : Ω
0
σ →֒ Ωσ l’inclusion naturelle. En particulier, Ω
0
s est la fibre spe´ciale ge´ome´trique de
Ω̂d−1O,s (le mode`le de Deligne au-dessus de s).
Rappelons que Berkovich a de´fini dans ce cas un morphisme de spe´cialisation
sp : Ωd−1,caK −→ Ω
(qui est appele´ le morphisme de re´duction dans [Ber96, §1]). L’image re´ciproque sous ce mor-
phisme de l’inclusion naturelle js : Ω
0










(2.1.6) Lemme.– Soit s un sommet. Quitte a` choisir une base d’un re´seau qui repre´sente




−→ GLd(Fq). Via cet isomorphisme, Ω
0





s agit trivialement sur Ω
0
s) est isomorphe a` Ω
d−1
Fq
muni de l’action de GLd(Fq),
ou` Ωd−1
Fq




de Drinfeld sur le corps fini Fq (cf. (2.5.1)).
Preuve : On peut supposer que s = [Λ] = [Od] le re´seau standard. D’apre`s l’exemple (2.1.4),
Ω
0
s = SpecFq[x0, . . . , xd−2, P
−1
Λ ] qui s’identifie donc a` Ω
d−1
Fq
. Les e´le´ments de G+s = 1+̟Md(O)
agissent bien trivialement, et les actions sont compatibles. 
2.2 Le reveˆtement mode´re´ Σca
(2.2.1) Rappelons tout d’abord deux descriptions modulaires de notre sche´ma formel Ω̂d−1O
introduites par Drinfeld dans [Dri76] (voir aussi [BC91]). Si R est une O-alge`bre, nous noterons
R[Π] le quotient de l’alge`bre de polynoˆmes R[X] par l’ide´al engendre´ par Xd−̟. C’est donc un
R-module libre de rang d, engendre´ par 1 et un e´le´ment Π (l’image de X) qui ve´rifie Πd = ̟.
L’alge`bre R[Π] est munie d’une graduation a` valeurs dans Z/dZ telle que les e´le´ments de R
soient de degre´ 0, et Π soit de degre´ 1.
On conside`re le foncteur FDr qui associe a` une alge`bre R ∈ NilpO l’ensemble des classes
d’isomorphie de (ψ, η, T, u, r), ou`
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– ψ est un Fq-homomorphisme de Fq vers R/̟R.
– η est un faisceau en O[Π]-modules plats, Z/dZ-gradue´, constructible, sur S := Spec(R)
muni de la topologie de Zariski.
– T est un faisceau en OS [Π]-modules, Z/dZ-gradue´, tel que les composantes homoge`nes
soient des faisceaux inversibles sur S.
– u est un homomorphisme O[Π]-line´aire de degre´ 0 de η vers T, tel que u ⊗O OS : η ⊗O
OS → T soit surjectif.
– r est un isomorphisme K-line´aire du faisceau constant Kd vers le faisceau η0 ⊗O K.
satisfaisant les conditions suivantes :
. Soit Si ⊂ S le lieu d’annulation du morphisme Π : Ti → Ti+1, alors la restriction ηi|Si est un
faisceau constant de fibre isomorphe a` Od.
. Pour tout point s ∈ S l’application ηs/Πηs → (Ts/ΠTs) ⊗ k(s) est injective, ou` k(s) est le
corps re´siduel de s.
.
∧d(ηi)|Si = ̟−i(∧d(ΠirOd))|Si (∀i ∈ Z/dZ).
Drinfeld de´montre que ce foncteur FDr est pro-repre´sentable par le O-sche´ma formel
Ω̂d−1
O˘




composantes homoge`nes universelles Ti sont des fibre´s en droites sur Ω̂
d−1
O˘
. Par la construc-
tion de l’isomorphisme entre Ω̂d−1
O˘
et FDr (cf. [BC91]), on sait que la restriction de Ti a` chaque
Ω̂d−1
O˘,σ





. Via cette identification, l’application Π : Ti → Ti+1 est induite par
multiplication par ci (cf. l’exemple (2.1.4)).
Le foncteur GDr de Drinfeld est un proble`me de modules des OD-modules formels munis
d’une certaine rigidification. Rappelons ci-dessous leurs de´finitions. Si R est une O-alge`bre,
un O-module formel X est un groupe formel sur R muni d’une action de O relevant l’action
naturelle sur l’espace tangent Lie(X). Un OD-module formel sur R est un O-module formel
muni d’une action de OD prolongeant l’action de O. Un OD-module formel X est dit spe´cial
si l’action de Od fait de Lie(X) un Od ⊗O R-module localement libre de rang 1.
La de´finition du foncteur GDr repose sur l’existence d’un OD-module formel spe´cial H de
dimension d et (O-)hauteur d2 sur Fq, qui est unique a` isoge´nie pre`s (cf. [Dri76] voir aussi [BC91,
II Prop. 5.2]). On conside`re le foncteur GDr sur NilpO qui associe a` R ∈ NilpO l’ensemble des
classes d’isomorphie de triple (ψ,X, ρ), ou`
– ψ est un Fq-homomorphisme de Fq vers R/̟R.
– X est un OD-module formel spe´cial de hauteur d
2 sur R.
– ρ est une quasi-isoge´nie de hauteur ze´ro de ψ∗H := H⊗Fq ,ψ R/̟R vers XR/̟R.
Un the´ore`me difficile de Drinfeld nous dit qu’il existe un isomorphisme entre GDr et FDr.
C’est-a`-dire GDr est pro-repre´sentable par le O-sche´ma formel Ω̂d−1
O˘
.
(2.2.2) On de´signe X le OD-module formel spe´cial universel de dimension d et hauteur
d2 sur Ω̂d−1
O˘
. Le morphisme ΠD : X → X est une isoge´nie, son noyau X[ΠD] est un sche´ma
formel en groupes fini plat de rang qd sur Ω̂d−1
O˘
. On note Σ := IsomOD(OD/ΠDOD,X[ΠD ]
rig) ou
IsomOD(OD/ΠDOD,X[ΠD]
an) selon besoin. Par construction, Σ est un reveˆtement fini e´tale sur
Ωd−1
K˘
:= Ωd−1K ⊗̂KK˘ de groupe de Galois (OD/ΠDOD)
× ≃ F×
qd
. On note Σca := Σ⊗̂KK̂ca
p
−→
Ωd−1,caK la projection naturelle induite par X[ΠD]→ Ω̂
d−1
O˘
apre`s une extension de scalaires. On
sait que le groupe des quasi-isoge´nies de hauteur ze´ro du OD-module formel H vers lui-meˆme
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s’identifie a`
G◦ := Ker(valK ◦det : GLd(K)→ K
×),
ou` valK est la valuation normalise´e sur K de sorte que valK(̟) = 1. Ceci fournit une action
de G◦ sur tous les niveaux de la tour de Drinfeld. Par conse´quent le morphisme de transition
p : Σca → Ωd−1,caK est G
◦-e´quivariant. Dans cet article, on s’inte´resse a` la cohomologie e´tale a`
support compact de Σca au sens de Berkovich.

















τ // |BT |
ou` ν est la compose´e τ ◦ p. Donc Σca admet un recouvrement par les ouverts admissibles
ν−1(|s|∗) ou` s parcourent les sommets de BT . Soit s un sommet quelconque de BT , l’immersion




ou` Λ = Z/n avec n un entier premier a` p.
(2.2.3) The´ore`me.– Le morphisme de restriction ci-dessus est en fait un isomorphisme.
Preuve : La de´monstration repose sur un re´sultat des cycles e´vanescents d’un faisceau
mode´re´ sur une varie´te´ de re´duction semi-stable e´tabli par Zheng cf. [Zhe08, Lemme 5.6]. Sup-
posons tout d’abord que Γ soit un sous-groupe discret cocompact et sans torsion de PGLd(K).
On sait alors que Γ agit librement sur Ω̂d−1
O˘
de sorte que Ω̂d−1
O˘
/Γ soit propre sur SpfO˘. On peut
munir Ωd−1
K˘





un reveˆtement analytique galoisien. D’apre`s Kurihara [Kur80] et Mustafin [Mus78], Ωd−1
K˘
/Γ est




soit le comple´te´ de XΓ le long de sa fibre spe´ciale XΓ0. La stratification de XΓ0 co¨ıncide avec
le complexe simplicial BT /Γ cf. [Kur80, Thm. 2.2.6]. Quitte a` rapetisser Γ, on peut suppo-




/Γ induit un isomorphisme entre Ωs et π(Ωs). Notons
Z (resp. Z0) le sous-sche´ma localement ferme´ de XΓ qui correspond a` π(Ωs) (resp. π(Ω
0
s))
par l’alge´brisation. D’apre`s GAGA analytique, le reveˆtement e´tale mode´re´ment ramifie´ ΣK˘/Γ
de Ωd−1
K˘
/Γ correspond a` un reveˆtement mode´re´ f : Y ։ XΓ,η de XΓ,η, ou` XΓ,η est la fibre
ge´ne´rique de XΓ.
D’apre`s [Ber96, Corollary 3.5], on a des isomorphismes canoniques :
RΓ(ν−1(|s|∗),Λ) = RΓ(τ−1(|s|∗), p∗Λ|τ−1(|s|∗))
∼
−→ RΓ(Ωs, RΨη(p∗Λ)|Ωs)



















ou` RΨη de´signe le foncteur des cycles e´vanescents formels de´fini par Berkovich dans loc. cit..





∼= RΨ(XΓ, f∗Λ)|Z0 ,
ou` RΨ est le foncteur des cycles e´vanescents alge´brique. En vertu du [Zhe08, Lemme 5.6], nous
avons
RΨ(XΓ, f∗Λ)|Z = RjZ∗RΨ(XΓ, f∗Λ)|Z0 ,
ou` jZ de´signe l’immersion naturelle Z
0 →֒ Z. On en de´duit l’e´galite´ suivante
(2.2.4) RΨη(p∗Λ)|Ωs = Rjs,∗RΨη(p∗Λ)|Ω0s
,




donne´ par le morphisme de restriction. 
2.3 Le prolongement de Σca au-dessus d’un sommet
Dans ce paragraphe, on prolonge le reveˆtement mode´re´ Σca en un µqd−1-torseur sur Ω
0
s pour
chaque sommet s de BT . Les calculs que nous effectuons ici ge´ne´ralisent ceux de Teitelbaum
[Tei90] pour d = 2.
(2.3.1) L’espace tangent Lie(X) du OD-module formel spe´cial universel X (voir (2.2.2))
admet une graduation par Z/dZ sous l’action de Od ⊂ OD en posant
Lie(X)i = {m ∈ Lie(X) | ι(a)(m) = σ
−i(a)m,∀a ∈ Od}
ou` ι : OD → End(X) exprime la structure de OD-module de X. Chaque Lie(X)i est un faisceau
inversible sur Ω̂d−1
O˘
. Conside´rons l’objet universel (ψ,η,T,u, r) sur Ω̂d−1
O˘
rappele´ dans (2.2.1).
Dans la construction de l’isomorphisme de GDr
∼
−→ FDr (voir [BC91, The´ore`me 8.4]), on
identifie Ti a` Lie(X)i, et l’action de Π envoie Ti vers Ti+1. On en de´duit une de´composition
de l’espace cotangent de X[Π] :











Le morphisme ι induit un homomorphisme ι : OD/Π ≃ Fqd → End(X[Π]). Ceci nous permet
d’utiliser la classification de Raynaud [Ray74] que nous rappelons ci-dessous.
Soit M = Hom(F×
qd




valeurs dans O×D. On prolonge chaque caracte`re µ ∈M a` Fqd = OD/ΠOD tout entier en posant





est un homomorphisme de corps. On a donc fd caracte`res fondamentaux au total. Si on
de´signe χ : F×
qd
→ O×d ⊂ O
×
D le repre´sentant de Teichmu¨ller. Alors l’ensemble des caracte`res
fondamentaux {χi}06i6fd−1 sont de la forme χ0 = χ, χi = χ
p
i−1, 1 6 i 6 fd− 1. Notons que
ι¯(λ) = ι(χ(λ))|X[Π] ∈ End(X[Π]), pour tout λ ∈ Fqd .
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Soit OX[Π] = OΩ̂d−1
O˘
⊕ I, ou` I est l’ide´al d’augmentation. L’endomorphisme ι(λ) sur X[Π]











-alge`bre OX[Π] forment une famille d’idempotents orthogonaux qui respectent I.









Ii := Iχi, ∀0 6 i 6 fd − 1. Le Ω̂
d−1
O˘
-sche´ma en groupes X[Π] satisfait la condition de la
classification de Raynaud, i.e. chacun des faisceaux Ii est un OΩ̂d−1
O˘
-module inversible, cf.
[Ray74, Prop. 1.2.2]. Donc I est un O
Ω̂d−1
O˘
-module localement libre de rang qd − 1.
(2.3.3) Fait– ([Ray74, Thm. 1.4.1]) Sous ces conditions, le sche´ma en groupes X[Π] est
de´termine´ par le syste`me (Ii, ci : Ii+1 → I
p
i , di : I
p
i → Ii+1)i ou` les ci et di sont OΩ̂d−1
O˘
-line´aires





) est donne´ par la somme
de Gauss inde´pendant du X[Π].
Localement, on peut supposer que chaque Ii est en fait libre engendre´ par Xi. On en de´duit
que X[Π] est donne´ localement sur Ω̂d−1
O˘
par les e´quations
Xpi = δiXi+1, i ∈ Z/fdZ
avec δi des sections locales de Ω̂
d−1
O˘
. On a alors une autre description de l’espace cotangent de
X[Π] :




0 ⊕ · · · ⊕ Ifd−1/I
p
fd−2.
(2.3.5) Lemme.– T∨i /ΠT
∨
i+1 = {x ∈ I/I
2 | [λ](x) = σ−i(χ(λ))x,∀λ ∈ Fqd}.
Preuve : On a Lie(X[Π]) = Hom(I/I2,OΩ̂d−1
O˘
). Pour tout λ ∈ Fqd , ι(λ) induit une action
sur I/I2 qui est, par de´finition, celle induite par [λ]. 
En comparant les deux de´compositions 2.3.2 et 2.3.4, on obtient que
Ifi+j = I
p















Il s’ensuit que X[Π] est localement donne´ par les e´quations Xqi = δiXi+1 (i ∈ Z/dZ).
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(2.3.6) Pour un simplexe σ ∈ BT , on note Ω̂d−1
O˘,σ




dessus de Ω̂d−1O , et Ω
d−1
K˘,σ
sa fibre ge´ne´rique. Si σ = Φ est le simplexe maximal standard, le


























Preuve : Il suffit de traiter le cas ou` s est le sommet standard Λ = [Od]. On observe tout
d’abord que le groupe de Picard de Ω̂d−1
O˘,[Λ]
est trivial. En effet, il est isomorphe au groupe de
Picard de sa fibre spe´ciale, car Ω̂d−1
O˘,[Λ]







































































), car c0 · · · cd−1 = ̟ et






), cf. l’exemple (2.1.4). D’ou` l’e´nonce´ du lemme.

(2.3.8) Posons K˘t = K˘[̟t]/(̟
qd−1
t − ̟) une extension mode´re´ment ramifie´e de degre´
qd−1 de K˘, O˘t l’anneau des entiers de K˘t. Apre`s l’extension des scalaires a` K˘t, l’espace rigide
Σs,K˘t := Σs ⊗K˘ K˘












t. Conside´rons la normalisation de Ω̂d−1
O˘,s
dans Σs,K˘t












). Le groupe de Galois Gal(K˘t/K˘) est isomorphe canoniquement a`
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µqd−1 via g ∈ Gal(K˘
t/K˘) 7→ g(̟t)/̟t ∈ µqd−1. On en de´duit qu’un e´le´ment ζ ∈ µqd−1 agit








s est un µqd−1-torseur Gs/G
+
s -invariant au-dessus de
Ω
0
s, car u := u (mod ̟t) est une unite´ dans Γ(Ω
0
s,OΩ0s




















ou` p̂ et p de´signent les projections naturelles.




Preuve : D’apre`s Berkovich, on a
















2.4 Un calcul du torseur Σ
0
s
Dans le paragraphe pre´ce´dent, on a relie´ la cohomologie du tube ν−1(|s|) a` la cohomologie
de Σ
0
s. Rappelons que Σ
0
s est un µqd−1-torseur Gs/G
+
s -e´quivariant sur Ω
0
s. Dans ce paragraphe,
notre but est de calculer sa classe dans H1et(Ω
0
s, µqd−1). Supposons de´sormais que s soit le









(2.4.1) Notons H l’ensemble des hyperplans Fq-rationnels de P
d−1
Fq









Notons i (resp. j) l’inclusion naturelle de D :=
⋃





. Pour I un
sous-ensemble de H, on notera YI =
⋂
Y ∈I Y , et iYI l’inclusion de YI dans P
d−1
Fq
. La suite exacte
de cohomologie relative associe´e aux inclusions :
Ωd−1
Fq
  j // Pd−1
Fq




nous fournit une suite exacte











ou` n est un entier premier a` p.














Preuve : On prend une re´solution injective Z/n → I · du faisceau constant Z/n. Pour
chaque q, nous avons une re´solution simpliciale de i∗i
!Iq :



























Pour chaque hyperplan rationnel Y, (Y,Pd−1
Fq
) est un couple lisse ([SGA4-3, Exp. XVI]) de
codimension 1, et (YI ,P
d−1
Fq
) est un couple lisse de codimension > 1 si |I| > 2. D’apre`s la purete´
(voir loc. cit.), on sait que



















Chaque Y est un diviseur irre´ductible, et la deuxie`me e´galite´ est donne´e par la classe




, µn) = H
0(Y,R2i!Y µn) = H
0(Y, (Z/n)Y ) = Z/n.













−→ Z/(qd − 1).







, µqd−1). Rappelons tout
d’abord la de´finition de l’application ∂. Comme Pic(Ωd−1
Fq
) = 0, par la suite exacte de Kummer,
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un µqd−1-torseur Z peut eˆtre e´crit sous la formeOΩd−1
Fq
[T ]/(T q







∂(Z)(Y ) ≡ ordY f (mod q
d − 1), ∀Y ∈ H.
(2.4.5) Lemme.– Soit Z un µqd−1-torseur GLd(Fq)-invariant sur Ω
d−1
Fq
, alors ∂(Z)(Y ) =
∂(Z)(g · Y ),∀g ∈ GLd(Fq), et ∂(Z)(Y ) ≡ 0 (mod q − 1).
Preuve : La premie`re assertion de´coule d’invariance sous g ∈ GLd(Fq). Pour la deuxie`me,
on observe que GLd(Fq) agit transitivement sur H et le cardinal de H est 1+q+q
2+ · · ·+qd−1.





d− 1)→ Z/(qd− 1), on a donc
(1 + q + · · ·+ qd−1) · ∂(Z)(Y ) ≡ 0 (mod qd − 1).
Donc ∂(Z)(Y ) ≡ 0 (mod q − 1). 
(2.4.6) The´ore`me.– Pour tout Y ∈ H, on a ∂(Σ
0
[Λ])(Y ) ≡ q − 1 (mod q
d − 1).
Preuve : Commenc¸ons par un lemme ge´ome´trique.
Lemme.– Soit σ = {̟Λ ( Λ0 ( Λ} le simplexe que l’on a e´tudie´ dans l’exemple (2.1.4),




Preuve : Il suffit de montrer que le groupe de Picard de la fibre spe´ciale X de Ω̂d−1
O˘,σ
est
triviale. D’apre`s l’exemple (2.1.4), X est une re´union des deux composantes irre´ductibles
C = SpecFq[x0, . . . , xd−2][
∏
(1 + a0x0 + · · · + ad−2xd−2)
−1]
et




(1 + a1x1 + · · · + ad−2xd−2)(1 + a0x1cd−1 + · · · + ad−3xd−2cd−1 + ad−2cd−1), avec
l’intersection
E := C ∩D = SpecFq[x1, . . . , xd−2][
∏
(1 + a1x1 + · · · + ad−2xd−2)
−1].
Nous noterons iC , iD, et iE les inclusions canoniques dans X. D’apre`s [Har77, II Prop. 6.5],
Pic(C) = Pic(D) = Pic(E) = 0.
On montre qu’il existe une suite exacte des faisceaux sur X :











ou` α est donne´ par f 7→ (f |C , f |D), β est donne´ par (f, g) 7→ f |E ·g|
−1
E . L’exactitude est ve´rifie´e
en regardant la fibre en chaque point. En effet, soit x un point de X contenu dans C\D (resp.







reste le cas ou` x est un point de E. Comme cette question est locale, on peut supposer que
X = SpecFq[x0, . . . , xd−1]/x0xd−1 C = SpecFq[x0, . . . , xd−1]/x0
D = SpecFq[x0, . . . , xd−1]/xd−1 E = SpecFq[x0, . . . , xd−1]/(x0, xd−1),
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et x = p est un point de E. Notons que l’on a une suite exacte des faisceaux cohe´rents sur X
0 −→ OX
α′
−→ iC∗OC × iD∗OD
β′
−→ iE∗OE −→ 0
ou` α′ est donne´ par f 7→ (f |C , f |D), β
′ est donne´ par (f, g) 7→ f |E − g|E . On la ve´rifie en







−→ OE,p −→ 0.








est exacte. Notons que l’application surjective
Fq[x0, . . . , xd−1]/xd−1 ։ Fq[x0, . . . , xd−1]/(x0, xd−1)
est scinde´e, et donc induit une surjection O∗D,p ։ O
∗
E,p. C’est-a`-dire βp est surjective.





−→ H0(E,O∗E) −→ Pic(X) −→ Pic(C)× Pic(D).
L’immersion E →֒ D est induite par l’e´pimorphisme
ϕ : Fq[x1, . . . , xd−2, cd−1][P
−1]→ Fq[x1, . . . , xd−2][
∏




Notons que ϕ est scinde´, donc il induit un e´pimorphisme H0(D,O∗D) ։ H
0(E,O∗E). Alors
H0(β) est surjectif, donc Pic(X) est trivial. 





cf. le lemme (2.3.7). Graˆce au lemme (2.4.5), il s’agit de calculer ordHu, pour un hyper-
plan Fq-rationnel H. On peut supposer que H est l’hyperplan donne´ par x0 = 0. D’apre`s





est donne´ sur Ω̂d−1
O˘,σ













































) telle que ̟u = ̟uq1u0x
q−1
0 f


























), l’ordre de ui en x0 est nulle. On en de´duit que
ordx0u ≡ q − 1 (mod q
d − 1).

2.5 Le lien avec les varie´te´s de Deligne-Lusztig
Conside´rons GLd le groupe line´aire sur Fq muni un morphisme de Frobenius (ai,j) 7→ (a
q
i,j).
Dans ce paragraphe, on rappelle certains aspects de la the´orie de varie´te´s de Deligne-Lusztig
[DL76] associe´es a` GLd et l’e´le´ment de Coxeter w := (1, . . . , d) ∈ Sd, et on e´tudie le lien avec
l’espace de Drinfeld p-adique.
(2.5.1) Les varie´te´s de Deligne-Lusztig sont des varie´te´s sur un corps fini Fq, qui jouent
un roˆle important dans l’e´tude de la the´orie de repre´sentation de groupes finis re´ductifs. Ici on
s’inte´resse au cas associe´ a` GLd et l’e´le´ment de Coxeter w := (1, . . . , d) ∈ Sd, ceci est traite´




comme le comple´mentaire de tous les hyperplans Fq-rationnels, donc elle est de´finie par la
non-nullite´ du de´terminant det((Xq
j
i )06i,j6d−1), car cette fonction s’identifie (a` une constante
non-nulle pre`s) au produit de formes line´aires a` coefficients dans Fq, i.e.
det((Xq
j
i )06i,j6d−1) = c ·
∏
[a0:···:ad−1]∈Pd−1(Fq)
(a0X0 + · · ·+ ad−1Xd−1),
ou` c ∈ F×q de´pend du choix des rele`vements a` F
d
q\{0} des e´le´ments de P
d−1(Fq). E´videmment,
le groupe fini GLd(Fq) agit sur Ω
d−1
Fq
par translation line´aire sur les coordonne´es.
Par la construction de Deligne et Lusztig, Ωd−1Fq admet un reveˆtement fini e´tale DL
d−1 de
groupe de Galois F×
qd
. On peut identifier DLd−1 avec la sous-varie´te´ ferme´e de l’espace affine





L’action de GLd(Fq) sur Ω
d−1
Fq
se le`ve naturellement sur DLd−1, et le groupe F×
qd
agit sur DLd−1














la projection canonique GLd(Fq)-e´quivariante. Notons xi = Xi/Xd−1,






rationnels a0x0+ · · ·+ad−2xd−2+ad−1, ou` (a0, . . . , ad−1) parcourt F
d
q\{0}. De plus, nous avons
une expression explicite du torseur DLd−1
Fq
























(a0x0+ · · ·+ad−2xd−2+ad−1) = (−1) · (
∏
[a0:···:ad−1]∈Pd−1(Fq)
(a0x0+ · · ·+
ad−2xd−2 + ad−1))
q−1. On en de´duit que ζ ∈ F×
qd
agit sur DLd−1 par la formule T 7→ ζ−1T.
(2.5.3) Proposition.– Rappelons que H est l’ensemble des hyperplans Fq-rationnels de
Pd−1
Fq
, cf. (2.4.1). Alors pour tout Y ∈ H, on a ∂(DLd−1
Fq
)(Y ) ≡ q − 1 (mod qd − 1).
Preuve : Le torseur DLd−1
Fq
est GLd(Fq)-invariant. D’apre`s le lemme (2.4.5), il suffit de
savoir la valeur de ∂(DLd−1
Fq








(a0x0 + · · ·+ ad−2xd−2 + ad−1))
≡ q − 1 (mod qd − 1).

(2.5.4) The´ore`me.– Soit s un sommet de BT . Quitte a` choisir une base d’un re´seau qui




















































Preuve : Ceci de´coule du the´ore`me (2.2.3) et le the´ore`me pre´ce´dent, en vertu de la dualite´
de Poincare´ analytique [Ber93, (7.3)] et alge´brique [SGA4-3, Exp. XVIII]. 
(2.5.7) Dans [DL76, §9], Deligne et Lusztig ont introduit une compactification Ω
d−1
Fq de
Ωd−1Fq dont le comple´mentaire est un diviseur a` croisements normaux. Soit ∆ = {α1, . . . , αd−1}








ou` X(x) est la varie´te´ de Deligne-Lusztig associe´e a` GLd et l’e´le´ment x ∈ Sd, en particulier,
X(w) = Ωd−1Fq . D’ailleurs, la varie´te´ Ω
d−1
Fq peut s’obtenir par une suite d’e´clatements successifs
de l’espace projectif Pd−1Fq comme dans (2.1.5), cf. [Wan13, Lemme 4.1.2].
Fait.– Soit s un sommet de BT . Quitte a` choisir une base d’un re´seau qui repre´sente s,

















Preuve : Ceci de´coule de [Wan13, Lemme 4.1.2]. 
Remarque.– Soient I un sous-ensemble de ∆, PI = BWIB le sous-groupe parabolique
standard associe´ a` I et UI le radical unipotent de PI . De`s que l’on fait un choix d’un sommet
s ∈ BT0 et une base d’un re´seau qui repre´sente s, l’isomorphisme dans le fait pre´ce´dent nous
fournit un sous-groupe parabolique de Gs/G
+
s , et donc un simplexe σ contenant s. De plus, on















cit. identifie Ωσ a` CI , ou` CI := (Ω
d−1
Fq )
UI les points stables sous UI .
Preuve : Supposons tout d’abord que I = ∆\{αi} pour une racine simple αi ∈ ∆. D’apre`s
ce qui pre´ce`de, I fait un choix d’un simplexe [s, s′] contenant s, ou` s′ est un sommet voisin
de s. La remarque dans [Wan13, (4.1.4)] nous dit que CI s’identifie a` Ωs ∩ Ωs′ = Ω[s,s′]. Pour
I quelconque, supposons que I = ∆\{αi1 , . . . , αir}. Alors I = I1 ∩ · · · ∩ Ir, ou` Ij = ∆\{αij},
et CI = CI1 ∩ · · · ∩ CIr . Chaque Ij fait un choix d’un sommet voisin sj de s, et identifie
CIj a` Ω[s,sj]. Notons que σ := [s, s1, . . . , sr] est le simplexe donne´ par I. Par de´finition, Ωσ =
Ω[s,s1] ∩ · · · ∩ Ω[s,sr], donc il s’identifie a` CI . 
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  j // Ω
d−1
Fq
oo iI ? _CI
The´ore`me.– Le morphisme de restriction
RΓ(Ωd−1
Fq












UI ∼−→ RΓ(CI , i
∗
IRj∗(π∗Λ)).
Cela nous donne la conse´quence suivante sur la cohomologie de Σca.
(2.5.9) The´ore`me.– Soient s un sommet de BT et σ un simplexe contenant s, alors le
morphisme canonique Hqc (ν−1(|σ|∗),Λ) → H
q
c (ν−1(|s|∗),Λ) provenant de l’immersion ouverte








Preuve : Par la dualite´ de Poincare´, il suffit de montrer que le morphisme de restric-
tion RΓ(ν−1(|s|∗),Λ) −→ RΓ(ν−1(|σ|∗),Λ) induit un ismorphisme RΓ(ν−1(|s|∗),Λ)G+σ
∼
−→
RΓ(ν−1(|σ|∗),Λ). D’apre`s Berkovich [Ber96, Corollary 3.5],
RΓ(ν−1(|σ|∗),Λ) = RΓ(Ωσ, RΨη(p∗Λ)|Ωσ),
ou` p est la projection Σca ։ Ωd−1,caK .




s et iσ : Ωσ →֒ Ωs. D’apre`s le the´ore`me (2.2.3) et le corollaire (2.3.9),










∼= // RΓ(Ωσ, i
∗
σRjs∗ps∗Λ)










s est un p-groupe fini et Λ est de torsion premier a` p, on peut identifier ca-
noniquement RΓ(Ω
0





s . On obtient l’e´nonce´ du the´ore`me, en



















3 La partie supercuspidale de la cohomologie
Dans cette section, on donne quelques conse´quences sur la partie supercuspidale de la
cohomologie de Σca.
3.1 La de´monstration de The´ore`me A.
Fixons ℓ 6= p un nombre premier et une cloˆture alge´brique Qℓ de Qℓ.
(3.1.1) Soient σ′ ⊂ σ deux simplexes de BT , l’immersion ouverte ν−1(|σ|∗) →֒ ν−1(|σ′|∗)
induit un morphisme canonique :
Hqc (ν
−1(|σ|∗),Λ) −→ Hqc (ν
−1(|σ′|∗),Λ).
Donc les donne´es {
(σ ∈ BT ) 7→ Hqc (ν−1(|σ|∗),Λ)






de´finissent un syste`me de coefficients G◦-e´quivariant (voir [Dat06, 3.2.3]) a` valeurs dans les
Λ-modules que nous noterons simplement σ 7→ Hqc (ν−1(|σ|∗),Λ). Nous avons le fait suivant
bien connu (voir [Dat06, Prop. 3.2.4] pour le fait et [Dat06, 3.2.3] pour les notations) :
Fait.– Il existe une suite spectrale G◦-e´quivariante
(3.1.2) Epq1 = C
or
c (BT(−p), σ 7→ H
q
c (ν
−1(|σ|∗),Λ)) =⇒ Hp+qc (Σ
ca,Λ)
dont la diffe´rentielle dpq1 est celle du complexe de chaˆınes du syste`me de coefficients σ 7→
Hqc (ν−1(|σ|∗),Λ).
(3.1.3) Notons WK le groupe de Weil associe´ a` K et IK le sous-groupe d’inertie. Posons
GDW := G × D× ×WK , et v : GDW → Z l’homorphisme qui envoie un e´le´ment (g, δ, w)
vers l’entier valK(det(g
−1)Nr(δ)Art−1(w)) ∈ Z, ou` Nr : D× → K× de´signe la norme re´duite et
Art−1 : WK ։ W
ab
K → K
× de´signe la compose´e de l’inverse du morphisme d’Artin qui envoie
l’uniformisante ̟ vers un Frobenius ge´ome´trique fixe´ ϕ. On de´signe (GDW )0 := v−1(0) le
noyau de v, et [GDW ]d le sous-groupe distingue´ forme´ des e´le´ments (g, δ, w) tels que v(g, δ, w) ∈
dZ. On conside`re G (resp. D×, WK) comme un sous-groupe de GDW via l’inclusion naturelle,
et on notera [G]d (resp. [D]d, [WK ]d) son intersection avec [GDW ]d. De`s que l’on identifie K
×
au centre de G, on a [GDW ]d = (GDW )
0̟Z.
(3.1.4) On a vu dans le paragraphe 2.2 que l’espace analytique Σca admet une action
naturelle du groupe G◦ × O×D × IK . Afin de de´finir une action du groupe GDW, on suit la
construction de Rapoport-Zink [RZ96] en adoptant les notations de [Dat07, §3], i.e. on ne fixe
pas la hauteur des quasi-isoge´nies qui rigidifient les proble`mes de modules dans la de´finition du
foncteur GDr dans (2.2.1). Ce nouveau proble`me de modules G˜ est de meˆme pro-repre´sentable
par un sche´ma formel M̂Dr,0 sur SpfO˘, cf. [Dat07, (3.1.3)]. Graˆce a` la de´composition suivant
la hauteur de quasi-isoge´nie, G˜ =
∐
h∈ZG
(h) ou` G(h) classifie les classes de triples (ψ,X, ρ)
avec ρ de hauteur dh. Chaque G(h) est isomorphe (non-canoniquement) a` G(0) et G(0) est le









est le sche´ma formel qui repre´sente GDr. On note X˜ le OD-module formel
spe´cial universel sur M̂Dr,0. Le noyau X˜[ΠD] de la multiplication par ΠD dans X˜ est un sche´ma
formel en groupe fini plat de rang qd au-dessus de M̂Dr,0, et qui est e´tale en fibre ge´ne´rique.
Le (OD/ΠDOD)
×-torseur IsomOD(OD/ΠDOD, X˜[ΠD]
an) sur MDr,0 la fibre ge´ne´rique au sens
de Raynaud-Berkovich de M̂Dr,0, est donc repre´sente´ par un K˘-espace analytique MDr,1, qui
est un reveˆtement e´tale de MDr,0 de groupe O
×
D/(1 + ΠDOD)




ca, on a un isomorphismeMcaDr,1
∼= Σca×Z. Suivant [Dat07, (3.1.5)], on de´finit une
action du groupe GDW sur McaDr,1 telle que la composante Σ
ca × {0} soit stable sous l’action
du sous-groupe (GDW )0. De´sormais, on identifie Σca au sous-espace analytique ouvert-ferme´
Σca × {0} de McaDr,1.













, ∀f |d et f 6= d. De´finissons les repre´sentations suivantes :
– une repre´sentation ρ(θ) := indD
×
[D]d
θ de D×, ou` [D]d = O
×
D̟
Z tel que O×D agit via la
projection O×D ։ F
×
qd
, et ̟Z agit trivialement.
– une repre´sentation π(θ) := indGGLd(O)̟Z πθ de G, ou` πθ est la repre´sentation cuspidale de
GLd(Fq) associe´e a` θ via la correspondance de Green (ou de Deligne-Lusztig), vue comme
une repre´sentation de GLd(O)̟
Z telle que GLd(O) agit via la projection GLd(O) ։
GLd(Fq) et ̟
Z agit trivialement.
– une repre´sentation σ♯(θ) := indWK
[WK ]d
θ˜ de WK , ou` θ˜ est le caracte`re de [WK ]d = IK〈ϕ
d〉Z
tel que θ˜(ϕd) = (−1)d−1q
d(d−1)






ℓ , ici ̟t est la racine (q







Z,Qℓ), i ∈ {d− 1, . . . , 2d − 2}.






ou` ̟ ∈ K× ⊂ G agit trivialement. On conside`re la partie ρ(θ)-isotypique de Hic.










π(θ)⊗ σ♯(θ), si i = d− 1 ;
0, si i 6= d− 1.
Preuve : Ceci de´coule du lemme (3.1.8) et la proposition (3.1.10). 










ou` [GW ]d = {(g,w) ∈ GW | v(g, 1, w) ∈ dZ}.
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Preuve : D’apre`s la re´ciprocite´ de Frobenius, on a
HomD×(ρ(θ),H
i















π(θ)⊕d, si i = d− 1 ;
0, sinon.
Preuve : Notons M(θ) la partie θ-isotypique d’un F×
qd
-module M. Rappelons que si s est















πθ, si i = d− 1 ;
0, sinon.
En vertu du the´ore`me (2.5.9), si i 6= d− 1, H ic(ν
−1(|σ|∗),Qℓ)(θ) = 0 ∀σ. Si i = d− 1, σ ∋ s un



















πθ, si i = d− 1 ;
0, sinon.
(3.1.9)




ca,Qℓ)) ∼= π(θ)|[G]d .
Alors, en tant que repre´sentation de G, nous avons
HomD×(ρ(θ),H
d−1








Notons π˜(θ) := ind
[G]d
GLd(O)̟Z
πθ, il s’ensuit que












ou` xπ˜(θ)(g) = π˜(θ)(x−1gx) pour g ∈ [G]d. D’apre`s la formule de Mackey, on sait que
indG[G]d(
xπ˜(θ)) = π(θ), ∀x ∈ G/[G]d.





Dans le reste de ce paragraphe, on de´montre la proposition suivante :





Preuve : D’apre`s la re´ciprocite´ de Frobenius, on a
HomG(π(θ),HomD×(ρ(θ),H
d−1







































)G+s = Hd−1c (ν−1(|s|∗),Qℓ)(θ).
E´videmment, les e´le´ments dans Hd−1c (ν
−1(|s|∗),Qℓ)(θ) sont G
+






)G+s avec xs′ ∈ Hd−1c (ν−1(|s′|∗),Qℓ)(θ). Notons eG+
s′
l’idem-
potent central associe´ a` pro-p-groupe G+s′ . Par hypothe`se, on a eG+s x = x et eG+s′
xs′ = xs′ , ∀s
′.
Soit s′ un sommet diffe´rent de s, on a eG+s xs′ = 0. En effet, il existe un sommet s
′′ dans









s′ est isomorphe a` un sous-groupe unipotent non trivial de GLd(Fq), et
que Hd−1c (ν





eG+s xs′ = eG+s eG+s′




On en de´duit que
x = eG+s x = eG+s xs +
∑
s′ 6=s





Par conse´quent, on a
HomG(π(θ),HomD×(ρ(θ),H
d−1
















c (DLFq ,Qℓ)(θ) = πθ
en tant que repre´sentation de GLd(Fq). Donc on se rame`ne a` comprendre l’action de [WK ]d =
IK〈ϕ
d〉Z sur V.







En comparant (2.3.8) et (2.5.1), on observe que l’action de IK sur Σ̂
0
s (cf. (2.3.8)) se factorise
par IK/IK(̟t)





. Alors l’action de IK sur V
se factorise par IK/IK(̟t) via le caracte`re θ.
On est amene´ donc a` e´tudier l’action de ϕd sur V. A` priori, l’espace analytique Σca n’a
qu’une action du groupe d’inertie IK . Cependant la donne´e de descente a` la Weil sur M̂Dr,0
([RZ96, (3.48)]) de´finit une action de l’e´le´ment de Frobenius ge´ome´trique ϕ sur McaDr,1. Pour
de´finir une donne´e de descente de Σ, il faut de´caler par l’endomorphisme Π−1D . Pre´cise´ment,
d’apre`s [RZ96, (3.72)], le morphisme Π−1D ◦ϕ induit la donne´e de descente canonique de M̂
(0)
Dr,0,
donc il induit une donne´e de descente de Σ, et de meˆme une donne´e de descente de Σ̂0s. En





cela nous fournit une structure Fq-rationnelle de Σ
0
s, et on note Fr le morphisme de Frobenius
associe´.
Pour de´terminer cette structure Fq-rationnelle, on conside`re l’action de Fr sur les com-
posantes connexes ge´ome´triques de Σ
0
s. Notons π0(X) l’ensemble des composantes connexes
ge´ome´triques de X pour un espace analytique ou une varie´te´ X. On a le fait suivant :
Fait.– π0(MDr,1) est un espace homoge`ne sous K
×, isomorphe a` K×/(1+̟O), sur lequel
l’action de G est donne´e par G
det
−→ K×, celle de D× est donne´e par D×
Nr
−→ K×, celle de WK





Remarque.– Dans [Che13], Chen a e´tudie´ les composantes connexes ge´ome´triques de la
tour de l’espace de Rapoport-Zink non-ramifie´ de certains types, avec les actions de diffe´rents
groupes associe´s a` la donne´e de Rapoport-Zink. En particulier, elle a de´crit les composantes
connexes ge´ome´triques de la tour de Lubin-Tate (MLT,n)n∈N munies des actions de G,D
×,WK .
En vertu de l’isomorphisme de Faltings-Fargues [Far08] entre la tour de Lubin-Tate et la tour




s) est un espace principal homoge`ne sous F
×
q sur lequel Fr agit par multipli-
cation par (−1)d−1.
25
Preuve : Notons que Nr(ΠD) = (−1)
d−1̟ et Art−1(ϕ) = ̟. D’apre`s le fait pre´ce´dent,
π0(Σ) est un espace principal homoge`ne sous F
×
q , sur lequel Π
−1
D ◦ϕ agit par multiplication par
Nr(Π−1D ) · Art
−1(ϕ) = (−1)d−1̟−1 ·̟ = (−1)d−1.
Comme Σ̂0s est un µqd−1-torseur sur Ω̂
d−1
O˘,s









, on sait que |π0(Σ
0
s)| = q − 1. Les immersions








On de´montre que le compose´ β◦α est une bijection. En effet, α est bijective, carH0(ν−1(|s|),Λ) =
H0(ν−1(|s|∗),Λ), d’apre`s (2.2.3). Puisque |π0(ν
−1(|s|))| = |π0(Σ)| = q − 1, il suffit de montrer
que β est surjective. Notons que {ν−1(|s′|∗)}s′∈BT0 forment un recourement ouvert de Σ. On se
rame`ne alors a` prouver que pour s′ un sommet quelconque et U ′ une composante connexe de
π0(ν
−1(|s|∗)), il existe une suite de sommets s0 = s, s1, . . . , sn = s
′ et des composantes conexes
Ui ∈ π0(ν
−1(|si|
∗)) avec Un = U
′ telles que si, si+1 soient adjacent et Ui ∩ Ui+1 6= ∅, ∀i. Par
de´vissage, il suffit de conside´rer le cas ou` s et s′ sont adjacent. Notons σ le simplexe [s, s′], et
conside´rons les immersions ouvertes ν−1(|σ|∗) →֒ ν−1(|s|∗) et ν−1(|σ|∗) →֒ ν−1(|s′|∗) induisant
les morphismes entre π0 :
α1 : π0(ν
−1(|σ|∗))→ π0(ν
−1(|s|∗)), α2 : π0(ν
−1(|σ|∗))→ π0(ν
−1(|s′|∗)).
Notons que α1 et α2 sont bijectives. Ceci de´coule du the´ore`me (2.5.9) et du fait que le p-
groupe G+σ agit trivialement sur H
2d−2
c (ν
−1(|s|∗),Λ). Donc, pour U ′ ∈ π0(ν
−1(|s′|∗)), il existe
une composante connexe U ∈ π0(ν
−1(|s|∗)) tel que U ∩U ′ contienne une composante connexe
du ouvert ν−1(|σ|∗) de Σ. Par conse´quent, β est bijective.
On a alors une bijection canonique entre π0(Σ) et π0(Σ
0
s) compatible avec l’action de F
×
q .




(3.1.11) Lemme.– La forme Fq-rationnelle de Σ
0
s induite par la donne´e de descente Fr est
isomorphe a` la varie´te´ de Deligne-Lusztig (Fq-rationnelle) DL
d−1 de´finie par l’e´quation 2.5.2.










, µqd−1)) =⇒ H
p+q(Ωd−1Fq , µqd−1),
on a une suite exacte
0→ H1(Gal(Fq/Fq), µqd−1)→ H





Notons que H1(Gal(Fq/Fq), µqd−1) = F
×
q graˆce a` la suite exacte de Kummer et Thm. 90 de
Hilbert, et queH2(Gal(Fq/Fq), µqd−1) = 0. On en de´duit que les formes Fq-rationnelles de DLFq
sont donne´es par Ya pour tout a ∈ F
×




a. En particulier, DLd−1 = Y(−1)d−1 .
L’ensemble des composantes connexes ge´ome´triques π0(Ya) de Ya s’identifie a` l’ensemble
des racines (q − 1)-ie`mes de a. Pre´cise´ment, on associe ε telle que εq−1 = a la composante
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connexe ge´ome´trique de´finie par l’e´quation det((Xq
j
i )06i,j6d−1) = ε. Via cette identification,
t ∈ F×q agit par multiplication qui envoie ε vers tε. Conside´rons le morphisme de Frobe-
nius Frob : (Xi)06i6d−1 7→ (X
q
i )06i6d−1 sur Ya. Pour un point x = (x0, . . . , xd−1) tel que
det((xq
j
i )06i,j6d−1) = ε, Frob(x) = (x
q
0, . . . , x
q




εq = a · ε. Autrement dit, Frob agit sur π0(Ya) par multiplication par a. Il s’ensuit que
Y(−1)d−1 = DL
d−1 est la forme Fq-rationnelle de Σ
0
s induite par Fr, en vertu du lemme pre´ce´dent.







Preuve : D’apre`s le lemme pre´ce´dent, il suffit de montrer que (−1)d−1q
d(d−1)
2 est l’unique
valeur propre de Frobd sur Hd−1c (DL
d−1,Qℓ)(θ). Ceci est essentiellement de´montre´ par Digne
et Michel [DM85, V. (3.14)]. Cependant, ils ont calcule´ la valeur propre de Frobd pour la
varie´te´ de´finie par l’e´quation det((Xq
j
i )06i,j6d−1)
q−1 = 1. De plus, dans leur formule (page 106
de loc. cit.), il manque un signe (−1)d−1 (d = n dans loc. cit.), comme ils ont oublie´ qu’ils
travaillaient avec une somme alterne´e. En plus, le facteur θ((−1)d−1) dans loc. cit. disparait.
Cela vient du fait que l’on peut rendre un isomorphisme entre Y1 et Ya par un changement
de variables f : Xi 7→ Xi/b ou` b
qd−1 = a. Alors l’action de Frobd sur H ic(Ya,Qℓ) est la meˆme
que celle sur H ic(Y1,Qℓ) tordue par l’automorphisme induit par le changement de variables
Xi 7→ a ·Xi, donc n’est autre que l’action de l’e´le´ment a ∈ F
×
qd
. Ce dernier agit bien par θ(a)
sur la partie θ-isotypique de la cohomologie. Par conse´quent, dans notre cas ou` a = (−1)d−1,
l’endomorphisme Frobd agit sur Hd−1c (DL




Revenons a` la preuve de la proposition (3.1.10). L’action de ϕd sur V est donne´e par celle
sur Hd−1(Σcas ,Qℓ(d − 1))(θ)
∨, donc elle s’identifie a` l’action de Frd sur Hd−1c (Σ
0
s,Qℓ)(θ). En
vertu du lemme pre´ce´dent, on obtient l’e´nonce´ de la proposition. 
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